Lĺosning till problemet juni 1998 De^niera funktionen f genom f(t) = √ 1 − (t − 1)^2 fĺor 0 ≤ t ≤ 2 och f(t + 2) = f(t) fĺor alla reella t. Dā ĺar f(0) = f(2), f periodisk med period 2 och jĺamn. Ty om t = 2i + r, dĺar i ĺar ett heltal och 0 ≤ r ≤ 2 sā ĺar −t = 2(−i − 1) + (2 − r) och f(−t) = f(2 − r) = f(r) = f(t). Dessutom gĺaller

f(t_1) + · · · + f(t_k) ≥ f(t_1 + · · · + t_k)

fĺor alla heltal k ≥ 2. Detta fĺoljer induktivt sā snart man visat olikheten fĺor k = 2. Dā f ĺar periodisk med period 2 rĺacker det att visa att f(r) + f(s) ≥ f(r + s) fĺor r och s i intervallet [0, 2]. Anta nĺamligen att x = 2i + r och y = 2j + s, dĺar i och j ĺar heltal och att de reella talen r och s ligger i intervallet [0, 2]. Dā ĺar

f(x) + f(y) − f(x + y) = f(2i + r) + f(2j + s) − f(2(i + j) + r + s) = f(r) + f(s) − f(r + s).

Antag fĺorst att r + s ≤ 2. Pā intervallet (0, 2] ĺar funktionen f(t) t = √ 2 t − 1 avtagande. Detta ger f(r) ≥ r r + s f(r + s) och f(s) ≥ s r + s f(r + s). Addition av dessa olikheter ger f(r) + f(s) ≥ f(r + s).

Om r och s ligger i intervallet [0, 2] och 2 < r + s ≤ 4 kan vi tillĺampa den redan visade olikheten pā de tvā talen 2 − r och 2 − s (0 ≤ 4 − r − s < 2). Detta ger f(r) + f(s) = f(2 − r) + f(2 − s) ≥ f(4 − r − s) = f(−r − s) = f(r + s). Nu ĺar, fĺor 0 ≤ x_j ≤ π, f(cos x_j + 1) = √ 1 − cos^2 x_j = | sin x_j | = sin x_j och n∑ j=1 sin x_j = n∑ j=1 f(cos x_j + 1) ≥ f n∑ j=1 (cos x_j + 1)

= f(1) = 1.