Ldsning till problemet maj 1998

a)

b)

k
o o . n(n+1
Satt Sy, = ;.’L‘] Daar S, = 7( 9 )

n = 2¢q — 1 & udda och Sy;—; = ¢(2¢ — 1).
Om g =1é&rn = 1 och foljden z; = 1 l6ser problemet.
Omg > 2ar

n+1

. Om S, ar delbart med n maste vara ett heltal,

Soq—2 = Soqg—1 —Tg—1 = q(2¢ — 1) — 941 = q(29 — 2) + ¢ — 21,

som dr delbart med 2¢ — 2 om och endast om 5,1 — g &r delbart med 2g — 2.
Nudr—(g—1) <z9q 1 —q<g—1. Alltsd & x5, 1 = goch Sy;_2 = q(2¢ — 2).
Om g = 2 & n = 3 och foljden z; = 1, o = 3 och z3 = 2 léser problemet.

Omg > 3ér

Soq-3 = Soq2—Tag2 = q(29 —2) — 2242 = q(29 — 3) + ¢ — T2g2,

som ar delbart med 2g — 3 om och endast om 5,9 — g &r delbart med 2¢ — 3.
Nudr —(g—1) < z9q9—q<g—1varavzy, o = q = z9, 1 i strid mot att foljdens element skulle
vara olika. For n > 3 saknas alltsa I6sning.

Antag att n = 2¢g — 1 ar ett udda positivt heltal och att foljden z1,z2,...,z24—1 av olika positiva
k

heltal har egenskapen att & delar summan S, = ij for k = 1,2,...,2¢g — 1. Antag att z och

=1
y har egenskapen att 2¢ delar Soq_1 + x och 2¢ —Jk 1 delar Soq—1 + z + y. DA finns heltal X s3 att
Sog—1+z+y = A2+ 1)eller A —y = Saq_1 + = — 2Aq, vilket visar att A — y = 2uq for nigot
heltal 4. Detta ger Soq—1 + = +y = (y + p2q)(2g + 1). Omvant om z och y Idser denna diofantiska
ekvation sd galler att 2q + 1 delar So4—1 + = + y och 2¢g delar Soq_1 + z = y2q + p2q(2¢ + 1). Om
man nu valjer o441 som det minsta positiva heltal som inte forekommer i foljden 1, zo, ..., z2—1
och zoy = Saq-1(2g(2g + 1) — 1) + 2qwo4+1 S& &r z9; > zp for k # 2qgoch 1 < k < 2¢ + 1. Den
ursprungliga féljden har alltsd utokats med tva nya element 9, och z,41 Sédana att & delar Sy, for
1 < k < 2g+ 1. Den rekursivt definierade foljden

2n—1
71 =1, Topt1 = min(Z1 \ {z1,72, ..., Ton_1}), Ton = 2nToni1 + (2n(2n + 1) — 1) Z zj
7j=1

uppfyller d& de angivna villkoren, ty alla elementen &r olika och foljden z1, zo, . .., z24—1 innehéller
alla heltal 1,2, ... ,q.

= 1.618. .. (gyllene snittet ¢ uppfyller ¢ = % + 1), och

En alternativ I6sning ar att lata ¢ =

VE+1
2

definiera féljden z1, z2, x3, ... genom

-1
J;n:n-[ﬁ]—(n—l)-[n ]—l—l, foralla neZt.
¢ ¢
Denna formel kan man ledas till om man studerar den foljd man far genom att sétta z; = 1 och sedan
n

rekursivt definierar z,, = “det minsta dnnu ej valda positiva heltal som &r sdant att S, = >z, &r
=1



delbart med n™;

n 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
z, 13 2 6 8 4 11 5 14 16 7 19 21
S, 1 4 6 12 20 24 35 40 54 70 77 96 117
Sy/n 1 22 3 4 4 5 5 6 7 7 8 9

Tabellen innehaller dven talen S,, = ij och Sy, /n, som definitionsméssigt &r heltal. Observera
7j=1

nu att foljden S,,/n, n = 1,2,3,... tycks “6ka med jamn hastighet”, "medeldkningen” per steg dr

1 . o .

~ 8/13 =~ a Man kan darfor gissa att S, /n = [g] +1forallan >1.Urz, =S, — S,_1 far vi

da formeln ovan.

Vi ska nu visa att denna talféljd uppfyller alla krav. For alla k € Z* blir

k 0 k
1+ T+ -tz =k Lb] 0 [¢]—I—(1+1+ +1) =k [¢’]+k’
vilket ar delbart med k. Det aterstar nu att visa att talféljden innehaller varje positivt heltal precis en
gang. Vi visar detta genom att bevisa att z(z(n)) = n forallan € Z* (av typografiska skal skriver
vi z(n) istéllet for x,,). Harur foljer att varje positivt heltal m forekommer i talféljden — ndmligen
som det z(m):te talet i talféljden — och att det inte kan forekomma mer @n en gang i talféljden, ty om
z(n) = m sd maste z(z(n)) = z(m), dvs. n = z(m).

Bevis for z(z(n)) =n

Definiera r(n) for n = 1,2, 3,... som decimaldelen av % dvs. % = [%] +7r(n), 0 <r(n) <1
g, n—1 _[n 1 1 on—lzﬁ 1 w

Da ar i [¢] + (r(n) ¢),och0 < 3 < 1,sa [ 3 ] [(A omr(n) > ¢,annarsar
[n ; 1] = [g] — 1. Inséttning av detta i definitionen av z,, = z(n) ger

[ﬁ] +1 om r(n)> 1

z(n) = ¢ ¢ .

[ﬁ] +n om r(n)< 1

¢ ¢
Observera att z(1) = 1, sd z(z(1)) = 1. Tagnun > 2. D4 ar r(n) # é, ty annars skulle
n_[n 1 l_ﬁ B . l_ __\/5—1... .
e [915] + s dvs. . [¢] /(n — 1), i strid mot att talet i p—1= 5 ar irrationellt.
Fall 1: r(n) < %

Da &r
%:%(g—r(n)ﬁ-n) :n—%:n—l+ (1—%).

N _r(n) _r(n) 11 z(n)] _
Har ar n — 1 ett heltal, och (1 5 ) <1, (1 5 ) >1 2 ¢,V|Iketger[ s ] =
n—1,0chr(z(n)) =1- % > % varav

z(z(n)) = [% +l=n—-14+1=n.




2 = peatm) —an) = - (5 —rm) +1) —a(n)

= n—z(n)+¢-(1—r(n)).

Har ar n — z(n) ett heltal, och ¢ - (1 —7(n)) >0, ¢- (1 —r(n)) < ¢- (1 — 1) = 1 som ger

[M] = n— z(n), och r(z(n)) = ¢+ (1 — r(n)) < = varav _—
¢ ¢

() = [%} +a(n) = (n— 2(n)) + 2(n) = n
Svar: ) forn = 1 och o = 3 b) ja



