Lĺosning till problemet april 2001 a) Sĺatt fĺor ^xt positivt heltal n g(x) = f ( x + 1 n ) − f(x), fĺor 0 ≤ x ≤ 1 − 1 n .

Funktionen g ĺar dā kontinuerlig pā intervallet [ 0, 1 − 1 n ] . Antag att g(x) ≠ 0 fĺor x ∈ [ 0, 1 − 1 n ] . Dā

ĺar g(x) > 0 eller g(x) < 0 pā [ 0, 1 − 1 n ] . Men n�1_∑ k=0 g ( k n ) = n�1_∑ k=0 ( f ( k + 1 n ) − f ( k n )) = f(1) − f(0) = 0,

vilket ĺar omĺojligt dā alla termer i den fĺorsta summan har samma tecken.

b) Antag att 1/(n + 1) < c < 1/n, dĺar n ≥ 1. Sĺatt, fĺor 1 ≤ k ≤ n

f_k(x) = min ( x −^k�^1_n , − ( x −^k_{n+1} )) om^k�^1_n ≤ x ≤^k_{n+1} max ( − ( x −^k_{n+1} ) , x −^k_n ) om^k_{n+1} ≤ x ≤^k_n

och de^niera f pā intervallet [0, 1] genom f(x) = f_k(x) fĺor x ∈ I_k =

[_k� 1 n ,^k_n ] , k = 1, . . . , n.

k�1_n k_{n+1} k_n k+1_{n+1} k+1_n k+2_{n+1} k+2_n

Nu ĺar M_k = max_x2_{Ik} f(x) = 1 2 ( k − 1 n + k n + 1 ) − k − 1 n = n + 1 − k 2n(n + 1) och m_k = min_x2_{Ik} f(x) = − 1 2 ( k n + k n + 1 ) + k n + 1 = − k 2n(n + 1) . Fĺor x, y ∈ I_k ĺar |f(y) − f(x)| = 1/n eller ≤ max (_k n+1 −^k�^1_n ,^k_n −^k_{n+1} ) = 2 max (M_k, −m_k) ≤ 1 n+1 . Om x och y ligger i angrĺansade delintervall ĺar antingen |f(y)−f(x)| ≥ 1/n eller |f(y)−f(x)| ≤ 2(M_{k+1} −m_k) = 1/(n+1). Funktionen f uppfyller alla villkoren, men kordor parallella med x-axeln och med lĺangder mellan 1/(n + 1) och 1/n saknas.