Lĺosning till problemet mars 2001

Polynomet P kan skrivas som produkten av en reell konstant A, linjĺara faktorer x + a, och irreducibla kvadratiska faktorer x^2 + 2Bx + C. Villkoret P (x) > 0 fĺor x > 0 ger att konstanten A ĺar positiv och att konstanttermen a i de linjĺara faktorerna inte kan vara negativ. De kvadratiska faktorerna ĺar irreducibla om och endast om C > B^2. Det ^nns alltsā bara en typ av faktorer i P som kan innehālla negativa koef^cienter, nĺamligen x^2−2ax+b^2, dĺar a > 0 och b^2 > a^2. Det rĺacker dĺarfĺor att visa pāstāendet dā P (x) = x^2−2ax+b^2, med a > 0 och b^2 > a^2. Av identiteten ( x^2 + b^2 )2n − (2ax)^2n = ( x^2 − 2ax + b^2

) 2n�1∑ k=0 ( x^2 + b^2 )k (2ax)^2n�k�^1

fĺoljer att fĺor x > 0 gĺaller P (x) = Q(x) R(x) med

Q(x) = ( x^2 + b^2 )2n − (2ax)^2n och R(x) =

2n�1_∑ k=0 ( x^2 + b^2 )k (2ax)^2n�k�^1 .

Hĺar har polynomet R inga negativa koef^cienter. Den enda koef^cienten i polynomet Q som kan vara negativ ĺar kof^cienten

b^2n ( 2n n ) − (2a)^2n.

Eftersom ( b^2 a^2 )n ≥ n b^2 − a^2 a^2 fĺor alla naturliga tal n, rĺacker det att visa att man kan vĺalja n sā att

cn = n 2^2n ( 2n n ) ≥ a^2 b^2 − a^2 .

Fĺor n ≥ 2 gĺaller cn cn�1

= 1 + 1 2(n − 1) ≥ √ 1 + 1 n − 1 = √ n n − 1 , varav cn ≥ c_1

n�1_∏ k=1 √ k + 1 k = √ n 2 . Fĺor n ≥ 4a^4 (b^2 − a^2)^2 blir alla koef^cienter i polynomet Q icke-negativa.