
Lösning till problemet mars 2006

Eftersoma + b + c = 1 är den givna olikheten ekvivalent med
√

12(a + b + c)abc + a2 + b2 + c2 ≤ (a + b + c)2

eller, efter utveckling och f̈orenkling
√

3(a + b + c)abc ≤ ab + bc + ca

• abc = 0
Om ett av taleta, b ochc, exempelvisc, är= 0 reduceras olikheten till0 ≤ ab somär giltig eftersom
a ochb är ickenegativa och likhet gäller om och endast om ett av de andra två talenär 0 och det andra
således 1.

• abc > 0
Eftersom alla ing̊aende storheter nüar positiva ger kvadrering och division med(abc)2 den ekvivalenta
olikheten
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Denna olikheẗar giltig och likhet r̊ader om och endast oma = b = c.

Olikheten
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följer ocks̊a ur Cauchy-Schwarz olikhet.

I stället för att g̈ora olikheten homogen genom att ersätta 1 med l̈ampliga potenser ava+b+c kan man r̈akna
inhomogent, utnyttja olikheten mellan artimetiskt och geometriskt medium och växandet p̊a ett intervall av
ett andragradspolynom.

Omskrivningen
2
√

3abc + (a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca) ≤ 1

visar att olikheten̈ar ekvivalent med
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3abc− 2(ab + bc + ca) ≤ 0

Minst ett av talena, b och c ligger mellan
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och 1. Antag attc ≥ 1
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som visar attp är str̈angt v̈axande p̊a detta intervall. Nüar2
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ab ≤ a + b = 1− c med likhet om och endast

oma = b. Punkten
√

ab ligger allts̊a i intervallet
[
0,

1− c

2

]
. Detta ger

√
3abc− (ab + bc + ca) =

√
ab
√

3c− ab− c(1− c)
= p(

√
ab)− c(1− c)

≤ p

(
1− c

2

)
− c(1− c)

=
1− c

2

√
3c− (1− c)2

4
− c(1− c)

= −1− c

4
(1 + 3c− 2

√
3c)

= −1− c

4
(1−

√
3c)2 ≤ 0

med likhet i alla leden om och endast om
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, dvs om och endast oma = b, och c = 1 eller

3c = 1.

Svar: Likhet råder om och endast om, antingen ett av talenär = 1 och deövriga tv̊a = 0 eller alla talen̈ar

lika och=
1
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