L 6sning till problemet mars 2006

Eftersoma + b 4+ ¢ = 1 ar den givna olikheten ekvivalent med

\/12(a+b+c)abc+a2~l—b2+62§ (a+b+c)?

eller, efter utveckling ochdrenkling
\/3(a+ b+ c)abe < ab+ be + ca
e abc=10

Om ett av talets, b ochc, exempelvis;, ar = 0 reduceras olikheten till < ab somar giltig eftersom
a ochb ar ickenegativa och likhetagler om och endast om ett av de andra talenar 0 och det andra
saledes 1.

e abc >0
Eftersom alla in§ende storheter riar positiva ger kvadrering och division méghc)? den ekvivalenta

olikheten
(e lilyc(talyty
bc ca ab) " \c a b

1 1+1<1+1+1
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Denna olikhefr giltig och likhet Ader om och endast om= b = c.

eller efter utveckling

som kan omformas till

Olikheten

ERE N R S |
ab bc ca ” a? b2 2
foljer ocksa ur Cauchy-Schwarz olikhet.

| stallet for att gora olikheten homogen genom atté@ia 1 meddmpliga potenser av+ b+ ¢ kan man ékna
inhomogent, utnyttja olikheten mellan artimetiskt och geometriskt medium achndet p ett intervall av
ett andragradspolynom.

Omskrivningen
2v/3abc + (a4 b+ ¢)* — 2(ab + be+ ca) < 1

visar att olikheterar ekvivalent med

2v3abc — 2(ab+ be+ ca) <0
. . 1 1
Minst ett av talena, b och ¢ ligger meIIang och 1. Antag att > 3 och betrakta polynomet(z) =

o - 1 - .
V3¢ — 2. Pa mtervallet[o, 26} galler

1
p/(l‘):@—2x21—2x21—(1—0)202§>0



som visar atp ar sténgt \vdxande g detta intervall. Nér2+v/ab < a + b = 1 — ¢ med likhet om och endast
. o . 1-—
oma = b. Punktenv/ab ligger alltsa i intervallet {0, 26] Detta ger

V3abe — (ab+be+ca) = Vabv3c—ab—c(1 —¢)
= p(Vab) — (1 -c)
1-c

< p( 5 )—c(l—c)

l—c (1—c)?
= — — — (1 =
5 V3c 1 c(l—c)
1—-c¢
= —T(1+3C_2V3C)
1 _
- - C1-V302<0
med likhet i alla leden om och endast offub = %C dvs om och endast om = b, ochc = 1 eller

3c=1.
Svar: Likhet rader om och endast om, antingen ett av tées 1 och dedvriga tvé = 0 eller alla taleréar
. 1
lika och= -
3



