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1. Einleitung

Insbesondere fiir stark multikollineare Regressoren wurde Ridge-Regres-
sion als Alternative zur Methode der kleinsten Quadrate vorgeschlagen. Wir
beschreiben kurz inwiefern die Methode der kleinsten Quadrate schlechte
Schitzungen geben kann, stellen dann Ridge-Regression als empirisches
Bayes-Schitzverfahren dar sowie die Bezichungen zu der Methode der klein-
sten Quadrate, der Regression auf Hauptkomponenten und den Stein-
Schitzern, um schliefilich die wichtigsten Ergebnisse einer Simulationsstudie
hinsichtlich der Ridge-Regression zu erwihnen.

2. Multikollinearitit

Im folgenden Abschnitt werden die Modellannahmen sowie das Problem
der Multikollinearitit beschrieben. Der Ukonometriker ist zweifellos mit
dem Gesagten vertraut und der Abschnitt kann von dem nur an Ridge-
Regression interessierten Leser iibersprungen werden.

Es gelte fiir jede von n Beobachtungen

M YO = £, X,0) + £, X, + ...+ ), X0 A+ £0) i=1,...,n
(2) 20) ~ N(0,0?) fiir alle 1, und E (e e)) = 0 fiir 1 = .

Das bedeutet, dafl die Beziehung zwischen einer abhingigen Variablen
und mehreren Regressoren annihernd linear sein soll. Die nichtbeobachteten
Einfliisse auf die abhingige Variable sollen durch eine Zufallsgréfie beschrie-
ben werden kdnnen, die normalverteilt ist mit Erwartungswert Null und
konstanter Streuung. Dariiberhinaus seien die Storkomponenten fiir unter-
schiedliche Beobachtungen unabhingig voneinander. Das Modell kann in
Matrix-Schreibweise also dargestellt werden als

3) Y=XB+e o~ N(©*L),

wobei der nx1 Vektor Y die Beobachtungen an der abhingigen Variablen
enthilt, X die nxp Datenmatrix der Regressoren ist, § der px1 Vektor der zu
schitzenden Regressionskoeffizienten und ¢ der Vektor der Storkomponen-
ten mit multivariater Normalverteilung wie in (3) angegeben.
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Das wohl ilteste und bestbekannte Verfahren, die Regressionskoeffizien-
ten f zu schitzen, ist die Methode der kleinsten Quadrate, die als Schitzer

4) = (X’X)?'X'Y

liefert. (Unter der Annahme normalverteilter Stérkomponenten ist b zu-
gleich der Maximum-Likelihood-Schitzer.) Die Inverse (X'X)™ und damit b
sind nur dann definiert, wenn der Rang von X gleich p ist, was bedeutet,
dafl die Zahl der Regressoren kleiner sein mufl als die Zahl der Beobach-
tungen, und dafl keine exakte lineare Beziehung zwischen den Regressoren
bestehen darf.

Der Schitzer b besitzt wiinschenswerte Eigenschaften, da er unverzerrt ist
und in der Klasse der unverzerrten Schitzer die kleinste Varianz hat.
Dennoch konnen die Schitzergebnisse unbefriedigend sein, wenn die Regres-
soren stark multikollinear sind, das heiflt, wenn die (oder einige der) Re-
gressoren annihernd linear miteinander verbunden sind.

An dem einfachsten Beispiel von nur zwei Regressoren liflt sich das
Problem bereits anschaulich darstellen. Die Regressoren seien so standardi-
siert, dafl X'X eine Korrelationsmatrix ist. Der Korrelationskoeffizient zwi-
schen X, und X, werde mit r bezeichnet, dann ist die Kovarianzmatrix des
Schitzers b

(5) o? 1 —r
1—r? (—r 1 ) '

Die Varianzen ¢%/(1 —r?) sind somit um so grofler, je grofler der
Korrelationskoeffizient ist; die Schitzung wird also ungenau bei hoher Kor-
relation. In diesem Fall sind b; und b, auflerdem stark negativ korreliert,
was bedeutet, dafl das Vorzeichen eines der beiden Koeffizienten f; oder
p» falsch geschitzr werden kann.

Bei mehr als zwel Regressoren kdnnen komplizierte, fast lineare Ab-
hingigkeiten auftreten der Art, daff man nicht mehr notwendig von den
Korrelationskoeffizienten allein auf das Vorhandensein des Problems schlie-
flen kann, wohl aber von den Eigenwerten der Korrelationsmatrix oder der
Determinante (dem Produkt der Eigenwerte)').

Eine Determinante nahe Null hat zur Folge, dafl der Schitzer b die
strukturelle Bezichung zwischen der abhingigen Variablen und den Regres-
soren nur ungenau oder sogar falsch abschitzt. Der erwartete quadrierte
Fehler zeigt dies. Es gilt

(6) E(f —by(p—b)=2c%k,

wobei 7; die Eigenwerte von X'X sind. Fiir standardisierte Regressoren
bedeutet (6), dafl der erwartete quadrierte Fehler den Wert ¢°/p hat, wenn
die Regressoren unkorreliert sind, dagegen ist der Fehler (bei gleichen f's)
um so grofler, je hoher der Grad der Multikollinearitit ist.

) Bei nur zwei standardisierten Regressoren sind 4, =1+ r, 7, = 1 —r.
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Es sei noch erwihnt, dafl die Vorhersage der abhingigen Variablen nicht
in dhnlicher Weise beeinfluflt wird. Fir ¥ = Xb gilt

7 n
E I (YO —EY®)® =E (8 —b)X'X(f—b) =po*
i=1

Der erwartete quadrierte Vorhersagefehler ist somit unabhingig von der
Struktur der Matrix X'X.

Zusammenfassend kann man sagen: es ist kennzeichnend fiir die Methode
der kleinsten Quadrate, daf die Regressionskoeffizienten um so schlechter
(im Sinne des quadrierten Fehlers) geschitzt werden, je abhingiger die
Regressoren untereinander sind.

3. Ridge-Regression

Von Anwendungen der Regressionsanalyse in der Chemie motiviert,
schlugen Hoerl und Kennard (1970) fiir multikollineare Regressoren

(8) b* = (X’X + k)XY

als Schitzer fiir 5 vor, wobei k eine positive Zahl ist. Die Autoren wihlen
k so, daf} sich b* stabilisiert, d.h. fiir ansteigende Werte von k wenig
verindert.

b* kann geschricben werden als (I + k(X'X)™")™"b, wobei b der
Schitzer nach der Methode der kleinsten Quadrate ist. Um zu verstehen, wic
b bei Ridge-Regression verindert wird, nehme man eine Hauptachsentrans-
formation vor. Es wird wieder angenommen, dafl die Regressoren so stan-
dardisiert sind, dal X’X eine Korrelationsmatrix ist. Das bedeutet, daf} die
Regressoren in vergleichbaren Maflstiben gemessen werden (also die absolute
Grofle der f; die Wichtigkeit der einzelnen Regressoren angeben), und dafl
die im folgenden dargestellte Transformation nicht von den urspriinglichen
MafReinheiten der Regressoren abhingt. Nach einer Hauptachsentransforma-
tion entspricht dem Modell (3):

(9) Y = X% + ¢.

Y und ¢ sind unverinderr, X* sind die Hauptachsenregressoren und «
deren Regressionskoeffizienten. Im einzelnen gilt

(10) Xt =XC, a=Cp
und C ist eine orthogonale Matrix (also C'C = 1), so daf}
(11) CX'XC = XX+ = diag (4. . 2p)

eine diagonale Matrix mit den Eigenwerten oder Hauptkomponenten (4;)
der Matrix X'X ist.
Mit der Methode der kleinsten Quadrate wird « geschitzt als

(12) a%® = (X¥X*) XY,
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woraus folgt, daf}
(13) a; ~ N(ai, az/li) .

Fine Hauptkomponente £; kann somit interpretiert werden einerseits als
Varianz des Hauptachsenregressor X%, und andererseits als Element der
Varianz des Schitzers a;. Eine sehr kleine Hauptkomponente 4; bedeutet
also, dafl X;* nur wenig zur Gesamtvarianz der Regressoren 3A; = p bei-
trigt, und dafl der Koeffizient a; durch a; nur ungenau geschitzt werden
kann.

Dem Ridge-Regressions-Schitzer entspricht nach der Transformation

(14) a* = Cb* = (X¥X* + kIp)*X*'Y
oder
(15) B A

ai': - }'i “]l k i

Wihrend die Komponenten des Ridge-Regressions-Schitzers b* grofer
oder kleiner sein kénnen als die entsprechenden b;, werden alle Schitzer a;
verkleinert oder gedimpft. Jene Koeffizienten, die groflen (grob gesagt:
wichtigen) Hauptkomponenten entsprechen, werden kaum verdndert; die-
jenigen, die kleinen 1’s zugeordnet sind, werden dagegen stark geddmpft.

Da aus (13) und (15) folgt, dafl

(16) ) i L,
Sl N 2L s, A—‘q ot ),
K Lk TG TERe
. . .. . . E(ai") — « o
ist gleichzeitig die in Kauf genommene relative Verzerrung ——- =
aq

- ]:_ f grof fiir kleine Hauptkomponenten.
51

Die bisherige Beschreibung des Ridge-Schitzers macht das Verhiltnis zu
der bisher fiir multikollineare Regressoren hiufig verwendeten ,Regression
auf Hauptkomponenten® durchsichtig. Bei diesem Verfahren ist der Schit-
zer fiir

(17) b = Ca¥** mit
we | = A fir grofle A;
4 =0 andernfalls

Es wird dabei mehr oder minder willkiirlich entschieden, welche Haupt-
komponenten grofl genug sind. Wahrend bei dieser Methode die Haupt-
achsen-Regressoren in nur zwei Gruppen aufgeteilt wurden, nimlich wich-
tige (2;"* == a;) und unwichtige (a;%* = 0), wird durch Ridge-Regression
jedes a; unterschiedlich geddmpft, und nur in Extremfillen (etwa 2; =
0,00001) wird ein Kocffizient praktisch gleich Null geschitzt.

Unter der Annahme austauschbarer a-priori-Normalverteilungen fiir
die einzelnen Regressionskoeffizienten resultiert eine Bayes-Schitzer der
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Form b= (XX + kI,)*X'Y, wie von Lindley (1972) gezeigt wurde.
Fine zusitzliche Uberlegung von Dempster (beschrieben in Wermuth (1972))
ergibt eine Methode, k zu schitzen: k wird nunmehr als Parameter der
a-priori-Verteilung der Regressionskoeffizienten angesehen.

Aus

(18) a; | aq ~N (ai’ oZ/Zi)

24 ~ N (O, 02/k)

folgt (wie im Anhang gezeigt wird) erstens die a-posteriori-Verteilung der a;:

A A+ k
(19) aiiai ~ N(}Ll _’i Kk i, 102 >)

zweitens die unkonditionale Verteilung der a;, die zur Schitzung von k
verwendet werden kann:

(20) aj ~ N (O, 02/;’i + 02/k).

Daraus ergibt sich als Summe von p quadrierten N(C,1)-Variablen eine
z*-Verteilung mit p Freiheitsgraden

(21) a?

Mittels der Momentenmethode kann k daher aus folgender Beziehung
bestimmt werden:

(22) a?

1 1
(ﬁr)

Rechentechnisch findet man k etwa durch Bisektion. Den kleinsten
und grofiten Eigenwert der Korrelationsmatrix bezeichne man mit Amin

und .y, und o sei (Y — XbY (Y — Xb)/(n — p). Der Wert von 11{, der
die Bedingung (22) erfillt (mit ¢ ersetzt durch ;2) liegt dann zwischen

2 5.2
(23) 5 alA/p . 1 und HAal /p_ 1

o “Amin o Amax

Zur Beurteilung dieser Methode k zu schitzen ist folgendes zu sagen:

— k ist fiir jede gegebene Datenmenge eindeutig bestimmt (im Gegensatz zu

Hoer! und Kennards (1970) Verfahren);

— k mufd nicht durch Iterationen ermittelt werden (wie etwa bei Befolgung
von Lindleys Vorschlag (1972));

— der (22) entsprechende Schitzer b* schliefit als Spezialfall den Stein-
Schitzer ein, fiir den James und Stein (1961) bewiesen, dafl sein qua-
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drierter Fehler immer kleiner ist als der des Schitzers der kleinsten

Quadrate.

Wie im ersten Abschnitt gezeigt wurde, sind bei starker Multikollineari-
tit schlechte Schitzungen der Regressionskoeffizienten zu erwarten. Das
James-und-Stein-Ergebnis bedeutet nun, dafl es sogar im Falle von un-
korrelierten Regressoren Schitzer gibt, die im Sinne des erwarteten qua-
drierten Fehlers besser sind als der Schitzer nach der Methode der kleinsten
Quadrate. Im einzelnen wurde folgendes bewiesen (dargestellt in unseren
Symbolen): fiir p 2 3, ¢° bekannt und fiir alle ; gibt

(24) p po? p
E 2 (ai—(l—j,a—_z—)ai)'<E 2 (ay—a)*=poi
i=1 i i=1
2

Wie oben behauptet, ergibt sich 1-— —;%, aj aus (22) und (8), wenn

1
o® bekannt und alle 4; = 1 sind. Letzteres bedeutet, dafl alle Regressoren
unkorreliert sind.
Fir unbekanntes ¢® oder multikollineare Regressoren gibt es unseres
Wissens nach kein theoretisches Resultat, das (24) dhnlich ist, wohl aber die
empirischen Ergebnisse einer Simulationsstudie (Wermuth 1972).

4, Simulationsergebnisse

Datenmengen des Modells (3) wurden gemifl faktorieller Versuchspline
so simuliert, dafl insbesondere die Wirkung verschiedener Multikollineari-
titsgrade und unterschiedlicher Wichtigkeit der Regressoren studiert werden
konnten. Der empirische Bayes-Schitzer unter der Annahme austausch-
barer a-priori-Normalverteilungen der Regressionskoeffizienten wird als
SRIDGM* bezeichnet und war oben durch (8), (22) und (23) gekennzeich-
net. Als Mafistab zur Beurteilung eines Regressionsverfahrens wurden stan-
dardisierte quadrierte Fehler verwendet, also (8 — b)'(f — b)s® und
(f —byX'X(f - b)/¢* (slehe dazu (6) und (7)).

Die Ergebnisse hinsichtlich RIDGM kénnen wie folgt zusammengefafit
werden:

— Die Regressionskoeffizienten wurden mit RIDGM wesentlich besser
geschitze als mit dem Schitzer b nach der Methode der kleinsten Qua-
drate, insbesondere bei starker Multikollinearitit; aber auch die Vorher-
sageergebnisse waren im allgemeinen besser.

— Wiahrend wir mit Regression auf die Hauptachsenkomponenten (17)
hiufig schlechtere Vorhersageergebnisse als mit der Methode der klein-
sten Qadrate beobachteten, trat dieser Nachteil bei RIDGM nicht auf.

— Fiir sehr unterschiedlich wichtige Regressoren ergab RIDGM immer noch
bessere Ergebnisse als b. Das deutet darauf hin, dafl die Annahme der
Austauschbarkeit der a-priori-Verteilungen der f5; (und der «; wie in
(18)) fiir viele Anwendungen vertretbar sein wird. Allerdings lieferte
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im Falle sehr unterschiedlich wichtiger Regressoren ein (im nichsten Bei-
trag beschriebener) Bayes-Ansatz zur Regressoren-Selektion bessere
Schitzungen der Regressionskoeffizienten als RIDGM.

Anhang

Obwohl die Ergebnisse in (18) und (19) leicht aus allgemeineren in
Raiffa und Schlaifer (1961) folgen, wird hier der Beweis mit unseren Sym-
bolen gegeben.

Aus

aj| o ~ N(a, 0%/4)

4 ~N(O, o¥k)
folgt, dafl

1
f(a2,0) Xexp I:w 5 oF S (a;— oy)? },i]

1
X exp [— 52 Z'kaf]

1 2 ay
= exXp [— ) 02 2 ((k + /‘»i)aig -2 (k + }“1) } l-:lk a;
"1
. 2_2 3'2
+&+“%Uﬁi?ﬂ
‘1

1 A
X el Sdat— ;a2
exXp 35 ( idi (/1 X k) idj ):I

1 A
= ex 2k T i) (o] — ———— &)?
P | o T+ ) @ —— g o]
M1 k7
X ex ! 2.
Ploe 2 5Tk %}
Die gemeinsame Verteilung ist somit faktorisiert in folgende
A o®
ola; ~ N[ ——
b (&+klh+
a; ~N O,/'i_r:ko"’ ,
ki;

wie zu zeigen war.

Zusammenfassung

Ein Schitzer der Form b* = (X’X + kI )7*X'Y (Ridge-Regression) wird als
empirischer Bayes-Schitzer dargestellt, und die Beziehungen zu bisher {iblichen
Schitzverfahren im linearen Regressionsmodell werden aufgezeigt. Das Verfahren
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ist von praktischer Bedeutung, da es, wie eine Simulationsstudie ergab, selbst im
Falle von stark multikollinearen Regressoren gute Schitzungen der Regressions-
koeffizienten liefert.

Summary

In the case of highly multicollinear regressors the estimation procedure called
ridge regression yiclds excellent point estimates of the regression coefficients. In
particular, an empirical Bayes variant of ridge regression proved to be superior
to least squares estimation in an extensive simulation study. We describe briefly
in which sense least squares estimation can give poor estimates and discuss how
ridge regression estimators relate to those obtained by least squares estimation
regression on principal components, and Stein-type estimation.
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