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Zusammenfassung

Die Theorie der Kovarianzselektion - insbesondere die der Unterdrup-
pe des multiplikativen Modelle - wird kurz beschrieben. Es wird ce-
zeigt, inwiefern jedes multiplikative Kovarianzselektionsmodell
einem System von Regressionsgleichungen und einem Modell der Pfad-
analyse entspricht. Anhand eines vorcegebenen Datensatzes wird
schlieBlich verdeutlicht, wie man Kovarianzselektion zur Datenexplo-

ration verwenden kann.

1 _Einfihrung

Kovarianzselektion (Dempster 1972) ist zundchst eine bloBe mathematisch-
statistische Theorie. Sie sagt aus, daR der Maximum-Likelihood-Schétzer
einer Kovarianz- oder Korrelationsmatrix existiert und eindeutig defi-
niert ist, dann, wenn den Kovarianzen bestimmte Restriktionen aufer-
legt werden. Xovarianzselektion nutzt jedoch auch bei einer explorati-
ven Datenanalyse. Mit Hilfe eines Suchverfahrens kann man Kovarianzselek-
tionsmodelle finden, die rechnerisch gut mit den Beobachtungen iiberein-
stimmem. Jedes gut passende Modell kann sodann als Zusammenhangshypothe-
se flir die gemessenen Variablen zur inhaltlichen Diskussion gestellt

werden und ist dariliberhinaus an neuen Beobachtungen inferenzstatistisch
Uberprifbar.

Die Modelle der Kovarianzselektion sind unter der Voraussetzung einer
multivariaten Normalverteilung abceleitet worden. Es bleibt zu klé&ren,
wie empfindlich die Methode cegeniiber Verletzungen dieser Annahme ist.
Test steht, daB Kovarianzselektionsmodelle unter vdllig anderen Vertei-
lungsannahmen formuliert werden k&nnen (e.g. Darroch, Lauritzen und
Speed 1980, Wermuth 1979, 1976 a).
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Aus verschiedenen Griinden ist Kovarianzselektion flir Anwendungen attrak-
tiv. Jedes Modell 1&Bt sich mit Hilfe des wohlbekannten Begriffs der
partiellen Korrelation vollstdrdig beschreiben und auBerdem graphisch
anschaulich darstellen. Bei einer groBen Modelluntergruppe ergeben sich
weitere Vorteile. Flir jedes sogenannte multiplikative Kovarianzselek-
tionsmodell gilt, a) daB es &quivalent zu (mindestens) einem System von
Regressionsgleichungen ist, b) daB man den Schdtzwert der Kovarianzma-
trix mittels der gewthnlichen Methode der kleinsten Quadrate berechnen
kann, und c) daB es bildlich durch einen gerichteten Graphen darstell-
bar ist.

Letztere Beschreibung korrelativer Zusammenhdnge hat eine lange Tradi-
tion. Sie wurde von Wright in die Biologie, genauer in die Genetik, be-
reits im Jahr 1923 unter dem Namen Pfadanalyse eingefithrt und fir die
Sozialwissenschaften von Duncan (1966) wiederentdeckt. DaB allerdinas
die von Wright vorgeschlagene Schdtzmethode fiir - vom Modell implizier-
te ~ Korrelationskoeffizienten zu Fehlern flihren kann, bleibt auch in
neueren Beschreibungen der Pfadaralyse (Li 1975, Duncan 1975) unerwdhnt.
Folgt man unkritisch Wrights Vorschlag, so lduft man Gefahr, eine zu
gute Ubereinstimmung zwischen Modellannahmen und Beobachtungen auszuwei-
sen. Dieser Fehler ist jedoch ausgeschlossen, wenn das Modell der Pfad-
analyse zugleich ein (multiplikatives) Kovarianzselektionsmodell ist
(Wermuth 1980). So gesehen, bietet Kovarianzselektion die mathematisch-
statistische Rechtfertigung filir eine bestimmte Gruppe von Pfadanalysen.
Im folgenden beschreiben wir zundchst die Theorie der Kovarianzselek-
tion allgemein, danach die multiplikativen Modelle und schlieBlich an-
hand eines Datenbeispiels, wie Kovarianzselektion explorativ verwencet

werden kann.

2 Kovarianzselektion

Gegeben seien p Zufallsvariable, die einer um MNull zentrierten, nicht
degenerierten Normalverteiluna folgen: (Xq,X,, ..., Xp)~ N (o §)7 z
positiv definit. Flr die Variablen Xj und X5 bezeichne oj4 die Kovari-
anz und ¢1J] die Konzentration. Dann sind °ij und 613 das Element in
Position (i,j) der Kovarianzmatrix § und der inversen Kovarianzmatrix
2‘1, die auch Konzentrationsmatrix &enannt wird. Weiterhin sei i die
indexmenge aller (g) Paare: I = {(i,3) |1 <i<j<p} und I bezeichne eine
beliebige Teilmenge von I. Ein Nullmuster in der Konzentrationsmatrix
=1 bedeute, daB die Konzentrationen aller in I genannten Paare gleich
Null sind (cild= 0 fiir alle (i,3) I).
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2a Theorie

Dempster zeigte 1972, daB der Maximum-Likelihood-Schdtzer (ML-Schidtzer)y
fiir ein vorgegebenes Nullmuster in der Konzentrationsmatrix eindeutig
bestimmt ist durch:

Gij = sij flir i=3j und (i,j)9¢I

613 = 0o flir (i,9)el (2.1)

wobei sj4 die beobachtete Kovarianz der Variablen Xj und X; darstellt,

also das Element in der Position (i,j) der beobachtete Koiarianzmatrix S.
Auf den Determinanten von gund S basiert ein Test fiir die Glite der An-
passung der Modellannahmenwan die Beobachtungen. Flir einen groBen Stich-
probenumfang n und r Paare in I ist der folgende Likelihood-Quotient
Chiquadrat- verteilt mit r Freiheitsqraden:

LO 'X2 = - 2n 1ln Ig:‘xi (2.2)

Ein programmierter Algorithmus zur Berechnuno des ML-Schdtzers y wurde
1977 verdffentlicht (Wermuth und Scheidt).

2b  Konzentration und partielle Korrelation

Es besteht eine enge Beziehung zwischen der Konzentration oiJ eines va-
riablenpaares und dem partiellen Korrelationskoeffizienten gegeben
alle lbrigen p-2 Variablen, den wir mit py+.x flr X = {1, ...,p\{i,3}
bezeichnen. Insbesondere cilt unter den zuvor genannten Annahmen:

T 20 iy 70 (2.3)
Das bedeutet, daB ein Kovarianzselektionsmodell, das durch ein Nullmu-
ster in den Konzentratioren aekennzeichnet ist, sich gleichzeitig mittels

einer Folge von partiellen Nullkorrelationen beschreiben und interpre-
tieren 1l&8t.

2¢ Beispiel

Flir p = 4 sei das Nullmuster in der Konzentrationsmatrix mit

I ={(1,2),(1,3),(2,4)} festoelegt. Dann liegt ein Kovarianzselektions-
modell vor, in dem ol2= 013=024=()und zugleich 012_34=013‘24=924.13 =0
gilt. Der Schédtzer der Kovarianzmatrix weicht nur in den Positionen
(i,3)e I von der beobachteten Kovarianzmatrix ab; er ist nach (2.1)

eindeutig bestimmt durch folgende Angaben:
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S—I»l ? ? 514 ? 0 0 ?
A S S ? ? ? 0
22 23 ~
L= L
$33 S34 ? ?
S44 ?

Zeichnen wir nicht festgelegte Konzentrationen mit durchgezogenen, und
Nullkonzentrationen mit gestrichelten Linien, so sieht der zum Modell

mit I={(1,2),(1,3),(2,4)} gehdrige Graph folgendermaBen aus:

Das Bild soll veranschaulichen, daB in diesem Modell die Kovarianzen
der Paare (1,2) (1,3) und (2,4) durch die Beziehungen zwischen den ilbrigen
Variablen hervorgebracht werden. Dies wird dadurch bewirkt, daB die ent-

sprechenden Konzentrationen zu Null gesetzt sind.

3 Multiplikative Kovarianzselektionsmodelle

Wéhrend der ML-Schétzer I bei der Kovarianzselektion im allgemeinen mit
iterativen Verfahren bestimmt werden muB, kann er bei der Untergruppe
der multiplikativen Modelle mittels der Methode der kleinsten Quadrate

in geschlossener Form (vergleiche 3.3) angecgeben werden.

3a Theorie

Anhand des Nullmusters in den Konzentrationen - oder anhand der Index-
menge I -148t sich leicht feststellen, ob ein multiplikatives Modell
vorliegt.
Bei allen multiplikativen Modellen - und nur bei diesen - lassen sich
die Variablen so anordnen, daB das Nullmuster in den Konzentrationen re-
duzibel wird (Wermuth 1980), daB heiBt, das I die folgenden Bedingung
erfillt:

I ist reduzibel wenn fir jedes (i,3)cI gilt, daB (h,i)cI oder

(h,j)el flir alleh =1, ..., i - 1. (3.1

So kennzeichnet etwa I = {(1,2),(2,4),(3,4)} kein reduzibles Nullmuster, da weder

13 = 0 noch 14 = 0, aber s34 = o ist; einfaches umnumerieren aber er-
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gibt ein reduzibles Nullmuster, so zum Beispiel I ={(1,2),(1,3),(2,4)}.
Weitere Diskussionen multiplikativer Modelle findet man im Zusammenhanda
mit Kontigenztafeln bei Darroch, Lauritzen und Speed (1980), Sundberg
(1975) und Goodman (1970).

Zur Berechnuna des ML-Schdtzers i bestimmt man flir ein vorgegebenes re-
duzibles Nullmuster und ein festés i zundchst die Koeffizienten gij

als Losung der folgenden Normalgleichungen:

sij =Z1bjysyy fir (4,3)Tund (1,141 (3.2)
und man erhdlt Z nun aufbauend in der Reihenfolge i = p-1, 0=2,...,1
aus:

~ S fiir 1 = j und fir (i,3)41I
d, - = ~

~ s Coay . . 3.3
+J Zl bilolj fir (i,j)e Tund (1i,1)# 1 { )

Dieses Ergebnis (Wermuth 1980) basiert darauf, daB es eine Zerlegung der
Kovarianzmatrix in Dreiecksmatrizen gibt, deren Elemente als Regressions-

koeffizienten interpretiert werder k&nnen.

3b Konzentrationen und Rearessionskoeffizienten

Ein Satz aus der Matrizenrechung (Anderson 1958) besaat, daB8 flir jede

positiv definite Matrix I eine obere Dreiecksmatrix B und eine Diago-

nalmatrix D existiert, so daB 5;§T=D und§'1= BTP—1B gilt. Ist

% eine Kovarianzmatrix ohne Restriktion, so lassen sich die Elemente

der Matrizen B und D als folgende Recaressionskoeffizienten und Residual-~

varianzen interpretieren: bij =-a;.  mit r = fi41, .., PIN{5} una

i3
djy = 0ii.i+1, ..., P-
Bei p = 4 Variablen (und I = @) zum Beispiel entsprechen die Elemente
in ? den Regressionskoeffizienten in einem System, das in der Okonome-
trie ein vollstdndiges rekursives Gleichungssystem mit unabh&ngigen

Fehlern U; genannt wird. (Goldberger 1964):

X1 895 30 % 7 313,24 %3 7 394 23 %4 * Uy (3.4)

Xy = ay3.4 X3+ Ay 3

Bei einer Kovarianzmatrix mit einem Nullmuster in der Konzentrations-

matrix 2"1 ergibt sich dasselbe Nullmuster in der Dreiecksmatrix B
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wie in §'1 dann und nur dann, wenn das Nullmuster reduzibel ist (Wermuth
1980) . Die Elemente von B entsprechen sodann Regressionskoeffizienten
in einem unvollstédndigen, rekursiven Gleichungssystem, in dem jede Varia-
ble X; auf die Variablen Xj fir (i,j)%I regressiert wird.

Fir p = 4 und I-{(1,2),(2,4)} etwa ist b,>=b,, =0, und - ausgehend von (3.4)-
auch a12.347 84 3" 0, sodaB sich das folgende unvollstindige System er-
gibt:

X = a13.4 X3t a4 3% * Uy
(3.5)

X% a3 X3t +U,

X, = a X, +U

3c Graphische Darstellung

Flir alle Modelle mit reduziblem Nullmuster gibt es auBer c;nem unge-
richteten Graphen (wie in 2c beschrieben) einen gerichteten Graphen,
also einePfadanalysendarstellung. Fiir das Modell mit T = {(1,2),(2,4)} sind
sind diese beiden Graphen Bild B und A.

A) B)

Beide Graphen verdeutlichen unterschiedliche Interpretationen des zu-
grundeliegenden Kovarianzselektionsmodells. Bild A veranschaulicht die
Interpretation von System (3.5). Es zeigt, daB X4, von X, nur mittelbar
abhé&ngt, dagegen von X3 und X4 direkt beeinfluBt wird. Ehnlich ist X,
nur mittelbar von X, abhidngig, dagegen beeinfluft X5 die Variable Xj
und X, beeinfluBit die Variable X3 direkt. Bild B weist nur die Nullkon-
zentrationen oder die Nullkorrelationen Pqj 34 = Cg4_ 13= O aus, die be-
sagen, daB X; und X, bedingt unabhdngig sind gegeben X3 und X4, und daB8
X, und X4 bedingt unabhingig sind gegeben X4 und X3.

Kovarianzselektion erm&glicht im allgemeinen (wie in Bild B) nur Aus-
sagen {liber Assoziationen und (bedingte) Unabhdngigkeiten zwischen p Va-
riablen. Ein Modell mit reduziblem Nullmuster dagegen erlaubt gleichzei-
tig (wie in Bild A) eine Interpretation als ein System von Ziel- und
EinfluBgrdBen. Im folgenden Datenbeispiel ist ein rekursives System aus

inhaltlichen Uberlegungen vorgegeben.
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4 Datenbeispiel

Miller schlug 1976 ein Abhdngigkeitsmodell fiir eheliche Beziehungen in
der Form der Pfadanalyse vor. Flir 160 Ehepaare gab er Korrelationsko-

effizienten flir sechs Variable an:

Korrelationen x 1000 nach Miller (1976)

Variablen 1 2 3 4 5
1 Zufriedenheit in der Ehe 1ooo
2 Zeit filireinander 370
3 Altersunterschied der Kinder - 62 - 16
4 Anzahl der Kinder 47 -211 - 41
5 SozioBkonomischer Status 132 289 48 - 217
6 Ehedauer 127 -1oo 216 552 240

Als Modell wird dazu von Miller postuliert:

X1= apn % "o
X. = a X. +a X +U
27 %3,4%3 24.3 74 2 (4.1)
X3 =y 5 Xy +ag 4 X + U3
Xy = 5.6 %5 * 3.5 Xg + Uy

Der dazu gehdrige Graph ist:

Da das Nullmuster in den Regressionskoeffizienten des rekursiven Systems

(4.71) reduzibel ist, entspricht es einem Kovarianzselektionsmodell mit
demselben Nullmuster I={(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,5),(2,6),(3,6)} und man kann
einen Likelihoodquotiententest - nach (2.2) und (3.3) - durchfiihren. Das

Testergebnis besagt, daB das Modell nicht mit den Beobachtungen zu ver-

einbaren ist. (LQ—x2= 30,17 bei 7 Freiheitsgraden).

An dieser Stelle ist es sinnvoll zu explorieren, welche anderen Hypothe-
sen mit den Daten besser ibereinstimmen. iine solche MOglichkeit bietet
ein Suchverfahren nach multiplikativen Modellen (Wermuth 1976b, 1978,
1980) , fiir das das Fortran-Programm COVSEL vorliegt, welches maximal
dreiBig Variable berficksichtigen kann. Dieses Programm weist filir Millers
Daten das Modell mit dem Nullmuster I={(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),
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(2,6),(3,5),(4,5)} als noch annehmbar aus. (LQ—X2= 14,2 bei 9 Freiheitsgraden p=0,12).
Die Auswahl ist dabei so vorgenommen worden, das jedes Modell, das durch
eine Teilmenge von I gekennzeichnet ist, ebenfalls mit den Beobachtungen

zu vereinbaren ist. Das Modell kann als Gleichungssystem

= +U
Xp=a X 1
= + U
X, * 3y5 X5 2 (4.2)
X3 =336 % taz , X5+ U3
. a6 Xt Up .

Demnach hat Miller vor allem den EinfluB des Sozialstatus (5) auf
die Zeit filireinander (2) und den der Ehedauer (6) auf den Alters-
unterschied der Kinder (3) unterschitzt und mdglicherweise einige
andere Beziehungen ((2,3),(2,4),(3,5),(4,5)) {berschitzt. Ohne auf
die inhaltliche Interpretation von Millers Variablen hier weiter
einzugehen, 1&Bt sich festhalten, daB das Suchverfahren einerseits
auf Abweichungen der urspriinglichen Hypothese von den Beobachtungen
hinweist, andererseits eine verbesserte Hypothesenformulierung er-
moéglicht. Sei es, daB man an neuen Daten das Kovarianzmodell, das
dem System (4.2} entspricht, priifen mdchte oder sei es, daB man da-
flir eine neue Hypothese formuliert, die eine Verbindung darstellt
aus der urspriinglichen Hypothese (4.1) und der zu den vorliegenden
Daten passenden Hvpothese (4.2),
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