
Föreläsning 3, Linjär algebra IT VT2005 1SammansättningLåt f oh g vara två linjära avbildningar med motsvarande matriser A ohB. Vi får då f Æ g(x) = f(g(x)) = f(Bx) = A(Bx) = (AB)x;så att sammansättningen är okså en linjär avbildning oh den har matrisenAB.Anmärkning 1 Det faktum att AB 6= BA i allmänhet ger att i allmänhetär f Æ g 6= g Æ f .Exempel 1 Låt f oh g vara rotation kring origo i planet med s respektivet radianer moturs. Då är deras motsvarande matriserA = �os s � sin ssin s os s � respektive B = �os t � sin tsin t os t � :Sammansättningen f Æ g (= g Æ f) är ju rotation s+ t radianer moturs så vimåste ha AB = �os(s+ t) � sin(s+ t)sin(s+ t) os(s+ t) � :Men samtidigt så får vi genom att multipliera matriserna attAB = �os s � sin ssin s os s ��os t � sin tsin t os t �= �os s os t� sin s sin t � sin s os t� os s sin tsin s os t+ os s sin t os s os t� sin s sin t � :Från detta får vi de trigonometriska identiteternaos(s+ t) = os s os t� sin s sin tsin(s+ t) = sin s os t+ os s sin t:DeterminantLåtM = � a b d �. Betraktad som linjär avbildning så avbildarM enhetskvadra-ten på en parallellogram som spänns av vektorerna u oh v
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Föreläsning 3, Linjär algebra IT VT2005 2där u = � a � oh v = � bd �. Arean av parallellogrammen D0 , A(D0), ges avA(D0) = jujjvLjdär vL är den ortogonala projektionen av v på linjen L som är ortogonal motu. En riktningsvektor för L av längd 1 ges ave = � 1juj ��a � :(Teknet beror på `orienteringen' av u oh v.) Vi får alltsåA(D0) = juj jvLj = juj j(v � e)ej = juj jv � ej jej= juj ���� 1juj �bd� � ��a ����� = �����bd� � ��a ����� = jad� bj:De�nition 1 Låt M = � a b d �. Vi de�nierar då determinanten av M , detM ,som detM = ad� b:Vi inför okså betekningen����a b d���� = det�a b d� :Vad händer om vi istället tar en rektangel med sidorna sex respektive tey? Jobilden kommer då att vara parallellogrammen som spänns upp av su oh tv.Detta är samma parallellogram man får om man avbildar enhetskvadratenmed matrisen M 0 = � sa tbs td � så att parallellogrammen kommer att ha areanjdetM 0j = jsa � td� tb � sj = jstj � jad� bj = stj detM j:Vi får alltså Arean av bildenArean av rektangeln = jstj � j detM jjstj = j detM j:Man kan visa att samma resultat gäller för mer komplierade områden ohvi har följande lite opreisa sats.Sats 1 Antag att D är ett �snällt oh hyggligt� område i planet oh låt D0vara bilden av D under den linjära avbildningen given av matrisen M . Dågäller att Arean av D0Arean av D = j detM j:Determinantens absolutbelopp ger alltså areaförändringen hos en linjär av-bildning.



Föreläsning 3, Linjär algebra IT VT2005 3Exempel 2 Låt M vara matrisen för en rotation t radianer moturs. Då fårvi med hjälp av de�nitionen av determinant oh trigonometriska ettan attdetM = ����os t � sin tsin t os t ���� = os2 t+ sin2 t = 1:Alltså förändrar en rotation inte arean (preis som vi misstänkte, eller?).Låt nu istället M vara matrisen för skalning med en faktor s. Då ärdetM = ����s 00 s���� = s2;eller med andra ord så är `areaskalan kvadraten av längdskalan'.Följande räkneregler för determinant kan man lätt visa genom direkt räkning.1. det �u v� =  � det �u v�2. det �v u� = � det �u v�3. det �u v +w� = det �u v�+ det �u w�4. det �u u� = 05. detM = detM tHär betyder �u v� den matris som har u oh v som sina kolonner.De�nition 2 Determinanten för en 3� 3-matris ges av������x1 x2 x3y1 y2 y3z1 z2 z3 ������ = x1(y2z3 � y3z2) + x2(y3z1 � y1z3) + x3(y1z2 � y2z1):Vi ska senare visa att determinanten för en 3 � 3-matris spelar samma rollsom determinanten för en 2� 2-matris. Vi har bl aSats 2 Antag att D är ett �snällt oh hyggligt� område i rummet oh låt D0vara bilden av D under den linjära avbildningen given av matrisen M . Dågäller att Volymen av D0Volymen av D = j detM j:Med lite större ansträngning än för 2 � 2-matriser kan man visa att oksådeterminanten för 3� 3-matriser uppfyller räknereglerna ovan. Ett exempelpå hur man kan utnyttja dem:Exempel 3 Vi använder reglerna 3. oh 4. i följande räkning:������3 2 54 1 56 �2 4������ = ������3 2 3 + 24 1 4 + 16 �2 6� 2������ = ������3 2 34 1 46 �2 6������ + ������3 2 24 1 16 �2 �2������ = 0 + 0 = 0:



Föreläsning 3, Linjär algebra IT VT2005 4Mer generellt så antag att 3:e kolonnen är en linjärkombination av de tvåförsta. Vi får då på samma sätt som i exempletdet �u v u + dv� = det �u v u�+ det �u v dv�=  � det �u v u�+ d � det �u v v� = 0 + 0 = 0:Detta stämmer ju väl överens med satsen om volymförändring, ty om 3:ekolonnen är en linjärkombinaton av de två andra så kommer de att ligga iett plan oh volymen blir därmed 0.Ett annat sätt att formulera detta på är att tre vektorer i rummet liggeri ett plan om oh endast om matrisen med vektorerna som kolonner hardeterminanten lika med 0.Satserna om area- respektive volymförändring ger attj detABj = j detAjj detBj;eftersom förändringen för den sammansatta funktionen AB måste vara pro-dukten av de för A oh B. Man kan visa (t ex genom direkt räkning) att isjälva verket gäller att detAB = detA detB;InversDe�nition 3 Identitetsmatrisen (enhetsmatrisen) av storlek n, I = In,är den n� n-matris som har ettor på diagonalen oh nollor för övrigt.Den kallas för identitetsmatris eftersom den verkar som identitet vid multi-plikation, d v s A = InA = AIn;för alla n� n-matriser A.De�nition 4 Låt A vara en kvadratisk matris. En matris B kallas för in-versen till A om AB = BA = IOm en sådan matris existerar så beteknas den A�1.Exempel 4 Låt A = � a b d � oh antag att detA 6= 0. Då ärB = 1detA � d �b� a �en invers till A vilket man lätt kontrollerar genom att multipliera A oh B.Vi såg i exemplet att om A är en 2 � 2-matris oh detA 6= 0 så har A eninvers. Omvänt så har vi1 = det I = detAA�1 = detA � detA�1så detA�1 = 1detA:



Föreläsning 3, Linjär algebra IT VT2005 5Detta ger att detA 6= 0 är nödvändigt för att A�1 ska existera. Det sistaargumentet gäller även för 3�3-matriser (oh även godtyklig storlek i självaverket). Vi har alltså för 2� 2-matriser visat attA�1 existerar() detA 6= 0:Detta påstående gäller även för godtyklig storlek vilket vi återkommer tillsenare.


